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Re´sume´
La me´thode X-FEM permet d’enrichir les fonctions de forme e´le´ments finis, et donc
de prendre en compte des discontinuite´s au sein d’un e´le´ment. Elle est applique´e ici a`
la re´solution de proble`mes cellulaires d’homoge´ne´isation, pour faciliter le maillage de la
cellule, qui peut ne pas respecter l’interface mate´riau. Une nouvelle fonction d’enrichisse-
ment est propose´e, et une solution nume´rique de meˆme qualite´ qu’une approche e´le´ments
finis classique est obtenue.
1 Introduction
La me´thode X-FEM (eXtended Finite Element Method) a un domaine d’utilisation tre`s
large, et nous nous inte´ressons ici a` son application dans le cadre de proble`mes multi-e´chelles.
Plus pre´cise´ment, nous conside´rons la re´solution nume´rique des proble`mes cellulaires
d’homoge´ne´isation. Dans ce cas, la me´thode X-FEM pre´sente l’inte´reˆt de rendre tre`s aise´
le maillage de la cellule, puisqu’il n’est pas ne´cessaire de respecter les interfaces entre les
diffe´rents constituants de la cellule. Les interfaces sont de´crites en utilisant une repre´sentation
par fonctions de niveau (level-set) [7], selon une proce´dure de´crite en section 3. Les e´le´ments
traverse´s par l’interface entre deux constituants sont alors enrichis, en utilisant les proprie´te´s
de la partition de l’unite´ [3]. Des fonctions de forme simple, permettant de repre´senter la
discontinuite´ des de´formations a` l’interface, sont ainsi introduites. Diffe´rents choix sont pro-
pose´s a` ce niveau, voir section 4, et leurs performances sont examine´es en termes de conver-
gence. La me´thode est enfin applique´e a` diffe´rents exemples.
2 Re´solution de Proble`mes Cellulaires
Notre objectif est ici de re´soudre nume´riquement le proble`me aux limites d’homoge´ne´-
isation pose´ sur le volume e´le´mentaire repre´sentatif du mate´riau (ou cellule de base). Pour
simplifier, nous conside´rons le cas de l’homoge´ne´isation pe´riodique en e´lasticite´ line´aire,
mais l’approche propose´e peut s’appliquer aussi a` une me´thode de type modules effectifs ou
a` des lois de comportement non-line´aires.
Les e´quations du proble`me a` re´soudre sont classiques, cf. [4] par exemple. Il s’agit de
trouver σ, e,um tels que :
divσ(y) = 0
σ(y) = a(y) : e(y) = a(y) :
(
E + e(um(y))
)
um pe´riodique
σ.n anti-pe´riodique
(1)
ou` anti-pe´riodique signifie que la fonction prend des valeurs oppose´es sur 2 faces oppose´es
de la cellule. La loi de comportement macroscopique relie E a` la moyenne des contraintes
Σ, et est obtenue en soumettant la cellule a` des de´formations macroscopiques E unitaires. Si
on introduit le tenseur du second ordre Iij de´fini par :
Iijkh =
1
2
(δikδjh + δihδjk) (2)
et en notant umij la solution du proble`me (1) avec la donne´e E = Iij , la raideur ho-
moge´ne´ise´e a pour expression (|Ω| de´signe le volume de la cellule de base Ω) :{
ahomijkl = a(I
kl + umkl , Iij + umij ) = a(Ikl, Iij) + a(Iij ,umkl)
a(u,v) = 1|Ω|
∫
Ω
e(u) : a : e(v)dΩ
(3)
La cellule de base contient les diffe´rentes phases du mate´riau, et les he´te´roge´ne´ite´s peuvent
eˆtre de forme complexe, ou en grand nombre quand on veut repre´senter le caracte`re ale´atoire
de leur disposition ge´ome´trique au sein du mate´riau.
Dans la litte´rature, c’est tre`s majoritairement la me´thode des e´le´ments finis qui est utilise´e
pour la re´solution des proble`mes cellulaires, avec des variantes dans sa mise en oeuvre, et on
se reportera a` [1] pour avoir un e´tat de l’art dans ce domaine. Dans la plupart des travaux,
le maillage se conforme au contour des he´te´roge´ne´ite´s, c’est-a`-dire qu’un seul mate´riau est
pre´sent au sein d’un e´le´ment fini. Il en re´sulte que le maillage peut s’ave´rer fastidieux, voire
meˆme impossible avec des mailleurs standards.
L’utilisation de X-FEM permet de contourner ce proble`me, puisqu’il est possible d’utiliser
un maillage qui ne respecte pas l’interface entre les constituants.
3 Repre´sentation par fonctions de niveau
En pratique, l’interface mate´riau dans la cellule de base est de´crite de fac¸on implicite,
en affectant a` chaque noeud I du maillage, sa distance φI a` l’interface (avec un signe po-
sitif ou ne´gatif selon qu’on se situe dans l’une ou l’autre phase). On peut alors obtenir une
repre´sentation continue de la fonction de niveau, en utilisant les fonctions de forme e´le´ments
finis classiques :
φ(x) =
∑
I
φINI(x) (4)
L’iso-ze´ro de la fonction de niveau φ repre´sente ainsi la position de l’interface.
Graˆce a` la me´thode X-FEM, le maillage peut ne pas eˆtre conforme a` l’interface. Ce-
pendant, l’interface e´tant de´crite par une approche de type e´le´ments finis, il est ne´cessaire
de prendre un maillage assez fin a` son voisinage pour en obtenir une bonne approximation
ge´ome´trique. Ceci n’est pas en soi re´ellement pe´nalisant, car les gradients de la solution re-
cherche´e e´tant e´leve´s pre`s de l’interface, on diminue ce faisant l’erreur nume´rique. Dans ce
travail, c’est sur des conside´rations exclusivement ge´ome´triques qu’un algorithme simple de
raffinement de maillage est mis en oeuvre. Le crite`re de raffinement est fonde´ sur la com-
paraison de la courbure de la fonction de niveau a` la taille caracte´ristique de l’e´le´ment fini
traverse´, voir [5] pour plus de de´tails.
4 Strate´gie d’enrichissement
Avec la me´thode X-FEM, un enrichissement est ajoute´ a` l’approximation e´le´ments finis
classique, en tirant profit des proprie´te´s de la partition de l’unite´ [3] :
uX−FEM =
∑
I
uINI(x) + uenr, uenr =
∑
J
aJNJ(x)F(x) (5)
Les degre´s de liberte´ additionnels aJ apparaissent pour les noeuds dont le support est tra-
verse´ par une interface mate´riau. La fonction d’enrichissement F doit eˆtre choisie avec pour
objectif de repre´senter au mieux la physique du proble`me, c’est-a`-dire ici avoir une de´rive´e
discontinue a` l’interface, et plusieurs choix sont possibles. Dans [8], c’est la valeur absolue
de la fonction de niveau qui est utilise´e :
F 1(x) = |
∑
I
φINI(x)| (6)
et il est montre´ que le fait de re´gulariser cette fonction loin de l’interface ame´liore la conver-
gence. Nous proposons ici un autre choix de fonction d’enrichissement :
F 2(x) =
∑
I
|φI|NI(x)− |
∑
I
φINI(x)| (7)
Ces diffe´rentes fonctions sont repre´sente´es dans le cas 1D Figure 1.
En pratique, lorsqu’un e´le´ment est traverse´ par une interface mate´riau, on suit la proce´dure
ge´ne´rale expose´e dans [6]. Ainsi, on inte`gre se´pare´ment dans les diffe´rents mate´riaux. La
premie`re e´tape consiste donc a` de´composer l’e´le´ment en sous-domaines, propres a` chaque
mate´riau, et de´limite´s par le contour initial de l’e´le´ment et l’iso-ze´ro de la fonction de niveau.
Ces sous-domaines sont en 3D le re´sultat de ca coupe d’un te´trahe`dre par un plan. Pour
l’inte´gration nume´rique, d’apre`s (5), les fonctions d’interpolation pour le champ enrichi sont
du type NJ(x)F(x), avec F qui peut prendre diffe´rentes formes, cf. Figure 1. Le produit
NJ(x)F(x) est donc polynoˆmial, et le nombre de points de Gauss est de´termine´ de sorte que
l’inte´gration soit exacte sur des e´le´ments de forme simple.
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Figure 1 – Les diffe´rents choix de fonctions d’enrichissement.
5 Tests de convergence
Pour e´tudier les performances de la me´thode X-FEM, le cas test d’une inclusion 2D cir-
culaire en milieu infini est conside´re´. Cet exemple est traite´ avec un maillage e´le´ments finis
qui respecte l’interface (note´ FEM), puis avec un autre maillage ou` on ne la respecte pas
et ou` trois me´thodes diffe´rentes de calcul sont utilise´es. Dans la premie`re (note´e FEM-non-
conforming), pour les e´le´ments traverse´s par l’interface, la loi de comportement de chaque
phase est prise en compte au niveau des points d’inte´gration. Dans les deux autres, on uti-
lise la me´thode X-FEM, avec l’enrichissement F 1 re´gularise´ (me´thode note´e X-FEM-1 +
smoothing) et F 2 respectivement (note´e X-FEM-2).
L’erreur globale en e´nergie, e´value´e par rapport a` la solution exacte, est donne´e Figure 2.
On constate que la me´thode X-FEM-2 ame´liore la pre´cision obtenue avec X-FEM-1, et atteint
le meˆme taux de convergence que l’approche e´le´ments finis classique.
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Figure 2 – Taux de convergence pour l’inclusion 2D.
6 Exemples nume´riques
On s’inte´resse de´sormais a` des proble`mes cellulaires d’homoge´ne´isation pe´riodique. Pour
imposer les conditions de pe´riodicite´, les maillages de 2 faces de la cellule en vis-a`-vis sont
identiques. Lorsqu’un noeud sur le contour de la cellule, appartenant a` un e´le´ment traverse´
par une interface, est enrichi, par pe´riodicite´, les noeuds correspondants le sont e´galement.
Les premiers tests de validation ont e´te´ effectue´s sur un multicouche pe´riodique, pour
lequel la me´thode X-FEM permet de retrouver la solution analytique. Nous pre´sentons ici
deux exemples : un composite tisse´ et un mate´riau a` inclusions sphe´riques.
6.1 Composite tisse´
Cet exemple est traite´ dans [2] avec une approche e´le´ments finis classique. La cellule de
base est constitue´e de fibres dont la ligne moyenne est une sinusoı¨de. Le maillage utilise´
pour la me´thode X-FEM est par souci de simplicite´ un maillage re´gulier, avec 32 e´le´ments
te´trahe`dre a` 4 noeuds par coˆte´, cf. Figure 3.
Figure 3 – Maillage utilise´ pour la cellule de base.
Avec ce maillage une bonne approximation ge´ome´trique de l’interface est obtenue, voir
Figure 4 ou` est repre´sente´e l’iso-ze´ro de la fonction de niveau.
Les fibres et la matrice ont pour caracte´ristiques me´caniques respectives Ef = 400 GPa,
νf = 0.3, Em = 72GPa, νm = 1/3. La comparaison des raideurs homoge´ne´ise´es de X-FEM
Figure 4 – Cellule de basse du composite tisse´.
et de l’approche e´le´ments finis classique donne :
[ahomtisse] =

121.2/119.2 58.2/57.8 57.4/57.0 0/0 0/0 0/0
58.2/57.8 117.9/116.7 58.3/57.8 0/0 0/0 0/0
57.4/57.0 58.3/57.8 121.3/119.9 0/0 0/0 0/0
0/0 0/0 0/0 30.6/30.3 0/0 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 29.9/29.8 0/0
0/0 0/0 0/0 0/0 0/0 30.6/30.3
 (8)
soit un e´cart faible sachant que les maillages utilise´s ne sont pas les meˆmes.
6.2 Mate´riau a` inclusions sphe´riques
Nous conside´rons maintenant le cas d’un mate´riau a` inclusions sphe´riques, re´parties de
fac¸on ale´atoire dans la matrice, cet exemple est tire´ de [4]. Pour prendre en compte ce ca-
racte`re ale´atoire, d’une part plusieurs cellules sont e´tudie´es, avec d’autre part dans chaque
cellule une re´partition ale´atoire (mais pe´riodique) des inclusions.
La me´thode X-FEM s’ave`re ici particulie`rement inte´ressante, puisque le meˆme maillage
peut eˆtre utilise´ pour ces diffe´rentes cellules. C’est le maillage donne´ Figure 3 qui est pris
pour les calculs. Avec ce maillage, pour 2 cellules contenant 32 inclusions, l’iso-ze´ro de la
fonction de niveau (repre´sentant l’interface mate´riau) est donne´e Figure 5.
Les caracte´ristiques me´caniques de la particule et de la matrice sont respectivement Ep =
70 GPa, νp = 0.2 et Em = 3 GPa, νm = 0.35, avec un taux d’inclusion de 26.78%. Pour la
raideur homoge´ne´ise´e ahom1111, en prenant la valeur moyenne sur diffe´rentes cellules, on obtient
7.611 GPa pour 8 particules et 7.711 pour 32 particules, soit des re´sultats tre`s proches de
ceux donne´s dans [4].
Figure 5 – Exemples de cellules de base a` 32 inclusions.
7 Conclusion
Nous proposons dans ce travail une application de la me´thode X-FEM pour le traitement
des proble`mes cellulaires d’homoge´ne´isation pour des microstructures de ge´ome´trie com-
plexe. Graˆce a` une nouvelle fonction d’enrichissement, il est possible d’obtenir une solution
d’une qualite´ comparable a` celle d’une approche e´le´ments finis classique, en e´vitant la diffi-
culte´ du maillage de la cellule.
Des travaux sont actuellement en cours pour appliquer la me´thode X-FEM a` l’e´tude d’une
structure contenant un de´tail de taille tre`s petite devant les dimensions de la structure. L’ob-
jectif est ici de pouvoir analyser la structure avec un maillage grossier, en enrichissant les
e´le´ments au voisinage du de´tail.
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